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RESUMO 
Resumo da Dissertaçao apresentada à UFSC como parte dos requisitos necessários para 
a obtenção do grau de Mestre em Engenharia Elétrica. 
PROJETO DE FILTROS TRANSICIONAIS 
BASEADOS EM APROXIMAÇOES 
POLINOMIAIS CLÁSSICAS 
Aurencio Sanczczak Farias 
Novembro/ I 999 
Orientador: Prof. SIDNEI NOCETI FILHO, D. Sc.. 
Área de Concentração: Circuitos e Instrumentação Eletrônica. 
Palavras-chave: ﬁltros transicionais; ﬁltros polinomiais; fator interpolador; gabarito 
proposto; características de magnitude, fase e tempo. 
Número de Páginas: 80. 
Este trabalho propõe uma metodologia de projeto de ﬁltros transicionais passa-baixas que 
usam seis aproximações clássicas bem conhecidas de ﬁltros polinomiais (Chebyshev, 
Legendre, Butterworth, Bessel, Gauss e Multiplicidade-n). O projeto leva em conta um 
gabarito, proporcionando um melhor compromisso entre a magnitude, fase e/ou resposta 
temporal. Com esta aproximação é possível projetar ﬁltros que têm um desempenho melhor 
que aqueles projetados com funções polinomiais clássicas ou, mesmo, outros ﬁltros 
transicionais propostos na literatura. São apresentados exemplos que demonstram os 
resultados e a eﬁciência do método proposto. 
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Com o intuito de resolver um problema ﬁsico de ﬁltragem podemos fazer uso da 
síntese de ﬁltros seletores de sinais, que são deﬁnidos no domínio da freqüência e se 
referem a uma classe especial de sistemas lineares 
Esta síntese é feita levando em conta inicialmente a magnitude da resposta em 
freqüência e visando, naturalmente, uma menor complexidade da ﬁinção de transferência 
que atenda os requisitos propostos. No entanto o uso apenas da magnitude para algumas 
aplicações não é suﬁciente, pois outros requisitos podem ser exigidos, como caracteristicas 
de fase e/ou tempo. 
No caso de ﬁltros analógicos (contínuos e amostrados), as funções polinomiais são 
mais fáceis de implementar do que aquelas cujas transferências apresentam zeros ﬁnitos 
sobre 0 eixo imaginário [1], como, por exemplo, os ﬁltros Cauer e Chebyshev Inverso. 
Assim, os ﬁltros polinomiais são sempre considerados como primeira opção em um projeto. 
Os projetos de ﬁltros, usando tão somente as aproximações clássicas [1-8], quase 
sempre resultam em projetos superestirnados. Tal situação produz características de fase e 
tempo inferiores àquelas se o projeto fosse realizado com a magnitude apresentando a 
menor seletividade* possível no atendimento das especiﬁcações do gabarito passa-baixas 
proposto. Desta fomia, podem surgir situações de conﬂito entre as características de 
magnitude, fase e/ou tempo , tomando o projeto inviável. 
Um programa de otimização que busque uma solução (obtenção de singularidades) 
no plano S para atender os requisitos propostos de um desejado ﬁltro, geralmente possui 
uma elevada complexidade computacional. Além disso, na tentativa de buscar uma solução 
1 A seletividade de um ﬁltro polinomial, para urna dada máxima atenuação na banda passante (Am ), está 
sendo medida a partir da atenuação no limite da banda de rejeição (A(Q, )|dB) para Q, = 2 , ver Tabelas 
Bl, B2 e B3 no Apêndice B.
2 
que atenda as especificações requeridas, há o inconveniente de se encontrar mínimos locais 
no processo de otimização. 
Logo, nesta situação de conﬂito entre os requisitos propostos, devemos partir de 
aproximações clássicas, que já são otimizadas em algum aspecto, e mesclar as suas 
características com um fator interpolador, pois desta formar o custo computacional se toma 
extremamente menor e viável, o que certamente solucionará, senão todos problemas ﬁsicos 
de filtragem, uma grande parcela destes. 
Para tal fazemos uso dos chamados ﬁltros transicionais (FT) que, em contrapartida 
aos ﬁltros polinomiais clássicos, em alguns casos podem representar o único caminho para a 
obtenção de uma ou mais soluções possiveis no atendimento de um conjunto particular de 
especificações de atenuação (CA), fase e tempo. Isso se deve ao fato dos ﬁltros polinomiais 
clássicos poderem ser considerados casos particulares dos ﬁltros transicionais. 
Os FT mesclam características conﬂitantes de magnitude, fase e/ou tempo. Isso é 
alcançado através de um parâmetro interpolador, que permite obter singularidades 
intermediárias entre dois ﬁltros previamente escolhidos. 
Na literatura, encontramos algumas aproximações clássicas usadas na obtenção de 
alguns ﬁltros transicionais [9-l4]. São também encontrados outros ﬁltros transicionais 
empregando outros tipos de aproximações na sua formação[l5-l8]. Contudo, estes ﬁltros 
transicionais: 
i) são restritos a poucos pares de funções aproximações; 
ii) não se baseiam em projetos com especiﬁcações preestabelecidas de magnitude, 
fase e tempo; e 
iii) não fazem uso do ﬁltro Multiplicidade-n na sua formação, o que para alguns 
casos pode ser a melhor opção de projeto. 
Neste trabalho é proposto um algoritmo para o projeto de ﬁltros transicionais 
baseados em seis ﬁltros polinomiais clássicos (Chebyshev (CB) [l], Legendre (LG) [19,20], 
Butterworth (BT) [l], Bessel (BS) [1-4], Gauss (GS) [3-4] e Multiplicidade-n (MN) (ou
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Synchronously T uned [2,3]), apresentando algum tipo de caracteristica otimizada, que será 
discutida mais adiante. Portanto, serão considerados aqui quinze diferentes tipos de ﬁltros 
transicionais, resultantes das combinações dois a dois dos ﬁltros supracitados. 
O projeto é realizado atendendo-se um gabarito especiﬁcado com a menor 
seletividade possível, o que leva a se obter as melhores características de fase (CF) e/ou de 
resposta no tempo (CT), tomando possível o projeto de ﬁltros que não teriam solução 
satisfatória se usando apenas os ﬁltros polinomiais mencionados, ou ainda, os ﬁltros 
transicionais propostos na literatura. 
1.1 CARACTERÍSTICAS Dos FILTROS PoLINoM1A1s EscoLH1Dos 
Na literatura são apresentados diversos tipos de funções de aproximação clássicas 
de ﬁltros [1-8]. Um caso particular são os ﬁltros polinomiais cujas funções de transferências 
passa-baixas de ordem n, apresentam todos os zeros no inﬁnito. Esses ﬁltros sao deﬁnidos 
pela seguinte função de transferência: 
T,,B(s)= n HK _ (1.1-1) s +an_,s +...+a,s+a0 
É sabido que, para uma dada ordem, existe sempre um compromisso entre as CA e 
as CT, ou entre as CA e as CF. Considerando toda a banda, melhores CF estão sempre 
associadas a melhores CT [6]. Por melhores CF entenda-se fase mais linear. Por melhores 
CT entenda-se menores tempos de atraso e menores valores de overshoot e undershoot na 
resposta ao degrau e na resposta ao impulso, respectivamente. 
Existem aproximações que possuem muito boas CA em detrimento de suas CF e 
CT, como, por exemplo, os ﬁltros Chebyshev [1-4], Legendre [19-20] e Butterworth [1-4], 
ocorrendo o inverso com outras aproximações, como, por exemplo, os ﬁltros Bessel [1-4], 
Gauss [3,4] e Multiplicidade-n [2,3]).
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Os seis ﬁltros polinomiais escolhidos, os quais servirão de base para a obtenção dos 
ﬁltros transicionais, serão apresentados a seguir, destacando-se suas principais 
características. 
1.1.1 Filtro Chebyshev 
A aproximação Chebyshev se caracteriza por ser equírípple na banda 
passante e, dentre todas as funções polinomiais, por apresentar corte mais abrupto para um 
dado n e uma dada máxima atenuação na banda passante (Am ). 
1.1.2 Filtro Legendre 
Dentre todos os ﬁltros polinomiais com característica monotônica na banda 
passante é a aproximação que apresenta, na freqüência limite de banda passante, a maior 
inclinação na característica de magnitude para uma dada ordem. Contudo, quando se almeja 
essa característica, o ﬁltro Legendre ainda é preterido em relação ao Butterworth devido à 
facilidade de projeto desse último. 
As ﬁmções de transferências de um ﬁltro passa-baixas Legendre e um ﬁltro 
passa-baixas Butterworth de ordem 2 são as mesmas. No entanto, à medida que a ordem 
aumenta, as diferenças entre as características de atenuação destas funções vão se 
acentuando. Por exemplo [l,2] um Legendre de ordem 5 corresponde a um Butterworth de 
ordem 9. Se considerarmos ainda que no caso de ﬁltros passa-faixa e rejeita-faixa estas 
diferenças são multiplicadas por 2, ﬁca ainda mais evidenciada a importância de tentar 
tomar os ﬁltros Legendre mais fáceis de projetar. Mas a detemúnação dos ﬁltros passa- 
baixas Legendre nonnalizados não é uma tarefa trivial, como será mostrado no Apêndice A. 
1.1.3 Filtro Butterworth 
Uma das mais populares ﬁmções de aproximação utilizadas em ﬁltros 
seletores é a de Butterworth, que se caracteriza por ser monotônica em toda a faixa de 
freqüências e maximamente plana na origem (é conhecido como o ﬁltro de resposta com 
magnitude maximamente plana).
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1.1.4 Filtro Bessel 
O ﬁltro Bessel se caracteriza por apresentar a menor dispersão dos atrasos 
de grupo e de fase na banda passantez, relativamente aos outros ﬁltros polinorniais. Ao 
contrário das aproximações Chebyshev, Legendre e Butterworth, quanto maior for a ordem, 
maior será a faixa de freqüências em que a fase se mantém aproximadamente linear, isto é, o 
atraso de grupo praticamente constante numa maior faixa de freqüência a partir da origem. 
É o ﬁltro que apresenta a resposta do atraso de grupo mais plana em tomo da origem (é 
conhecido como o ﬁltro de atraso de grupo maximamente plano em tomo da origem). Isto 
se deve ao fato das ﬁmções de Bessel serem uma aproximação de ordem n da função de 
fase linear T (s) = e"“° . _ 
1.1.5 Filtro Gauss 
O ﬁltro Gauss, dentre todos os ﬁltros polinomiais com pólos complexos 
(Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel e Gauss), são os que (para uma dada ordem e 
um dado Ami) apresentam, na resposta temporal, os menores overshoot3 e undershoot, 
bem como o menor tempo de atraso da resposta ao impulso e, conseqüentemente, ao 
degrau, do que os obtidos com os outros ﬁltros polinomiais com pólos complexos. Suas 
características são muito semelhantes às do ﬁltro Bessel que, por sua vez, para uma dada 
ordem e Am , apresentam um atraso de grupo mais plano na banda passante [1-4]. 
Os ﬁltros Gauss e Bessel se constituem uma exceção no conjunto geral dos 
ﬁltros com pólos complexos, pois ambos são aproximações de ordem n de funções que no 
limite têm fase linear e são exceções nos seguintes aspectos: 
i) considerando o comportamento da fase somente na banda passante, se 
compararmos qualquer outro par de ﬁltros com pólos complexos, 
2 Considerando um valor menor ou igual a 3 dB para a máxima atenuação na banda passante, para maiores 
detalhes consultar o Apêndice B. 
3 É possível encontrar na literatura [4] que os ﬁltros Gauss não apresentam overshoot, o que não é verdade, 
como pode ser veriﬁcado no Apêndice B.
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sempre a melhor CT está associada à melhor CF, no entanto, isso nao 
vale para o caso da comparação entre os ﬁltros Bessel e Gauss; e 
ii) para esses ﬁltros, quanto maior a ordem melhores serão as CT e CF, 
com exceção do tempo de resposta que obviamente aumenta com a 
ordem (isto pode ser observado nas Figs. 1.1 e 1.2), enquanto que, para 
as aproximações Cauer, Chebyshev Modiﬁcado, Chebyshev, Legendre, 
Butterworth, etc., quanto maior a ordem, pior serão as CT e CF. 
Assim como no caso do ﬁltro Bessel, as desvantagens deste tipo de 
aproximação são as suas pobres CA e o fato de não existir uma expressão analítica para a 
determinação da ordem e a necessidade do uso de um programa para o cálculo das raízes. 
°~61 
2 2 â ê e 
c 
â â ê 2 
×1g'3 
1 O 0,5_........... ..... _, 
_ g
. 
,,,,,,,, ~ ,,,,, 











Fig. 1.1 - Respostas ao impulso do ﬁltro Bessel (Am, = 3dB ). 
Ordens de 2 a 16 (a contar da esquerda para a direita), no detalhe os undershoots.
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Fig. 1.2 - Respostas ao impulso do ﬁltro Gauss (Am = 3dB ). 
Ordens de 2 a 16 (a contar da esquerda para a direita), no detalhe os undershoots. 
1.1.6 Filtro Multiplicidade-n 
. Dentre todos os ﬁltros passa-baixas polinomiais, é o ﬁltro de pólos reais de 
multiplicidade n que apresenta o menor tempo de atraso das respostas temporais. Além do 
mais, não apresenta características oscilatórias, isto é, overshoot e undershoot em suas 
respostas, como pode ser observado na Fig. 1.3. Filtros com pólos reais não são 
normalmente mencionados em livros e artigos que tratam de Teoria da Aproximação, por 
apresentarem características de atenuação muito pobres, relativamente a todos os outros 
tipos de funções de aproximação com pólos complexos. 
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Ordens de 2 a 16 (a contar da esquerda para a direita), no detalhe a não presença dos undershoots.
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Quando se deseja uma boa característica temporal é natural se pensar na 
aproximação de Gauss, discutida no item anterior. Todavia, se quisermos optar entre boas 
características de atenuação e boas características de resposta temporal, a opção por ﬁltros 
com pólos reais não deve ser ignorada. No caso especíﬁco de pólos reais, naturalmente que 
sob o ponto de vista de melhor característica temporal, a melhor opção seria um ﬁltro de 
primeira ordem. Este, por sua vez, é o caso limite de ﬁltros com pólos reais de ordem n 
com um pólo dominante. No entanto, a sua característica de atenuação só iria atender a 
problemas muito particulares. Assim, considerando somente a atuação de n pólos reais, a 
melhor característica de amplitude é satisfeita com um ﬁltro com pólos reais de 
Multiplicidade-n. 
1.2 COMPARAÇÃO ENTRE os FILTROS POLINOMIAIS EsCoLH1Dos 
As caracteristicas dos seis ﬁltros polínomiais discutidos, por si só, justiﬁcam o 
motivo de suas escolhas como ﬁltros participantes nos projetos dos ﬁltros transicionais 
apresentados neste trabalho. 
Como a implementação de um ﬁltro ideal não é fisicamente realizável, cada 
aproximação de ﬁltro visa ser otimizada em algum aspecto, como seletividade, grau de 
linearidade da fase, melhores características temporais, dentre outros. 
A Tabela 1.1, apresenta as características relativas de atenuação, temporais e/ou de 
fase, dos ﬁltros Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel, Gauss e Multiplicidade-n. A 
fonna de determinação desses ﬁltros está apresentada no Apêndice A. 
Para efeito de comparação, no caso particular de ordem n = 3 e máxima atenuação 
na banda passante Am = 3dB na freqüência normalizada de 1 rad/s, a Fig. 1.4 apresenta as 
caracteristicas de atenuação, de fase e de tempo para todos os tipos de aproximações 
consideradas.
Tabela 1.1 - Caracteﬁsücas relativas dos ﬁltros Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel, Gauss e 
Multiplicidade-n (à medida que a ordem aumenta). 
f CARACTERÍSTICA TIPO DE PÓLOs CARACTERISTÊCA TEMPORAL E/OU DE APROXIMAÇÃO DE ATENUAÇAO 

























Esta dissertação está organizada da seguinte forma: 
No Capítulo 2 são apresentadas as ﬁguras de mérito usadas como medida de 
qualidade de um ﬁltro seletor de sinais, conforme os requisitos iniciais desejados. 
No Capítulo 3 é apresentada a descrição do método usado para o projeto dos ﬁltros 
transicionais. É proposto um algoritmo de projeto de ﬁltros transicionais que atenda o 
gabarito especiﬁcado considerando a menor seletividade possível, O que implica em se obter 
as melhores características de fase e/ou de tempo, tomando viável a elaboração de projetos 
de ﬁltros que não teriam solução satisfatória usando apenas os seis ﬁltros polinomiais 
(Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel, Gauss e Multiplicidade-n) aqui selecionados 
para a formação dos ﬁltros transicionais. 
No Capítulo 4 são mostrados exemplos de projeto de ﬁltros transicionais, onde os 
resultados obtidos demonstram a eﬁciência do método proposto.
~ No Capítulo 5, ﬁnalmente, sao apresentadas as conclusões e propostas sugestões 
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Fig.l.4 - Características dos ﬁltros CB ( ), LG ( ), BT ( ), BS ( ), GS ( )e MN (_) para 
Amax = 3dB : (a) Magnitudes, (b) Magnitudes (banda passante), (c) Singulandades, (d) Fases, (e) 
Atrasos de fase, (Í) Atrasos de grupo, (g) Respostas ao impulso e (h) Respostas ao degrau.
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FIGURAS DE MÉRITO 
2.1 INTRODUÇÃO 
O desempenho de um ﬁltro seletor de sinais pode ser avaliado de diversas maneiras, 
conforme os requisitos de projeto iniciais desejados. Assim, este capítulo tem por objetivo 
abordar as ﬁguras de mérito* utilizadas como medidas de desempenho de um ﬁltro. 
2.2 MEDIDA DO ATRASO EM SISTEMAS LINEARES 
Na literatura, há duas medidas conhecidas relacionadas com O atraso da resposta de 
um sistema. São elas, O atraso de fase ('c 
1, ) e O atraso de grupo (tg) deﬁnidos por: 
^cp(co)i-âgšl) (2.2-l)
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zg(‹i›) Ê - ZÉ-(e(‹z›)). (2.2-2) 
A Fig. 2.1 ilustra os sinais de entrada e(t) e saída r(t) relativos a um sistema que 
possui resposta de magnitude igual a um e fase linear, isto é, 9(‹ø) = ~ú)Yz, com To > 0, O 
que implica em que O atraso de fase e o atraso de grupo são iguais a 71,. 
4 Os valores obtidos a partir destas ﬁguras de mérito para os seis ﬁltros polinomiais envolvidos na formação 
dos ﬁltros transicionais podem ser vistos no Apêndice B.
Amplitude 
e(z) r(z)
O Tom' 1P 
Fig. 2.1 - Sinais de entrada e saída de um sistema de fase linear. 
Em sistemas ﬁsicos, geralmente a fase é uma ﬁmção não linear da ﬁ'equenc1a, 
proporcionando atrasos variáveis com a freqüência, o que pode comprometer o 
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Fig. 2.2 _ Sinais de entrada e saída de um sistema de fase não-linear. 
A Fig. 2.2 ilustra um caso em que o sistema apresenta resposta em magmtude 
constante e resposta de fase não linear. Neste caso, o sinal de saída não é mais uma réplica 
atrasada do sinal de entrada. Além do mais, o valor do atraso não ﬁca agora claramente
13 
deﬁnido, pois temos componentes de ﬁeqüência mais atrasados do que outros, o que 
produz uma deformação no sinal de saída. Uma solução paliativa para a medida do atraso 
envolvido é tomar a diferença de tempo T1 entre os picos dos sinais x(t) e r(t). Porém, tal 
procedimento, em muitas situações, toma-se arbitráiio [3]. 
2.3 GRAU DE LINEARIDADE DA FASE 
Quando estamos diante de um sistema com resposta de fase não linear, necessitamos 
muitas vezes detemiinar um parâmetro que expresse uma medida do grau de linearidade da 
fase. No domínio da freqüência, medimos a dispersão [21] do atraso de fase (ou atraso de 
grupo); ou ainda, no domínio do tempo, podemos medir o erro da simetria da resposta ao 
impulso. 
2.3.1 Dispersão do atraso 
As conclusões a seguir servirão tanto para o atraso de fase (1 1, ) como para o 
atraso de grupo (tg ), logo, por uma questão de simplicidade, vamos nos referir a ambos 
como tão somente o atraso t. 
A Fig. 2.3 ilustra o comportamento do atraso de um sistema qualquer, 
mostrando-se um intervalo de M amostras onde se deseja determinar a dispersão do atraso 
correspondente. 
Para M amostras de freqüências no intervalo rn, 5 co S coM , podemos 




,H rm, = -- (2.3.1-1) 
assim, a dispersão do atraso é:
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Fig. 2.3 - Comportamento do atraso de um sistema qualquer. 
2.3.2 Dispersão ponderada do atraso 
Considerando que num processo de ﬁltragem os componentes de freqüência 
~ 1-. sofrem atenuaçoes desiguais, torna-se necessário introduzir a dispersao ponderada do atraso 
de fase (GÍH ) ou do atraso de grupo (ofg ) como uma medida mais confiável da linearidade 
de fase de um sistema, em contrapartida a uma dispersão não ponderada do atraso de fase 
(ou de grupo). 
Tal escolha se justiﬁca pelo fato de que o atraso de fase representa o atraso 
em segundos do componente de freqüência considerado, não se podendo dizer o mesmo do 
atraso de grupo.
~ Esta ponderaçao considera a energia envolvida em cada componente de 
freqüência, conforme esclarecem as equações (2.3.2-1) a (2.3.2-14) que, guardadas as 
deﬁnidas trocas de variáveis, servem tanto para of” como para ofn. 
Seja a variável de iteração i deﬁnida por: 
zz {1,2,...,M}, (2.3.2-1) 
formando M amostras de freqüência igualmente espaçadas, obtém-se o seguinte vetor:
z 
úâ, =A‹»z', z°=1,2,...,M, 
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(232-2) 
sendo Ao) a diferença entre amostras, deﬁnida por: 
(D'~C0 A0): M 1, (232-3) M-1 
onde a primeira e a última amostras são dadas, respectivamente, por: 
co, = lO`6rad/s, 
QM =[Ao).(M-l)]+co,, 
de tal forma que: 
|T(wM)] = 1o'°, 




|T(wM)||dB = -12oóB, (2.3.2-7) 
Assim, a magnitude da função de transferência |T(o›,)| pode ser escrita por: 
|T(‹»,] z n ,K , (2.3.2-s) 
onde K é uma constante. 
s +an_,s"` +...+a,s +a° s= ¡'o:›¡ 
A energia contida em um dado componente de freqüência co, é deﬁnida por: 
E, z %|T(‹z›,.)]2.A@, (2.3.2-9) 







Assim, a média ponderada do atraso de fase a,W é:
M 
|E,.|.'cp,. z ~_, 23.2-11 az”, E ( ) 
onde 1 
1,, 
representa o atraso de fase correspondente ao componente de freqüência mi. 
Portanto, 
1,, =-Êg-il, (2.3.2-12) 
onde 9(co,.) representa o valor da fase para a freqüência coi. Assim, 
e(zz›,. ) = zfg(T(‹», )). (2.3.2-13) 
Finalmente, detemiinamos a dispersão ponderada do atraso de fase of” , 
dada por: 
M
2 ZE,.(tp, - arpp) 
1 1 Cí” =~ 
2.3.3 Variação percentual do atraso 
A variação percentual do atraso At% é deﬁnida por: 
'c - r . 
Ar.,,__ =-É-2”-'S-×lO0%, (2.3.3-1) 
Trned
~ onde rm , tm e tm, sao, respectivamente, os atrasos máximo, mínimo e médio para uma 
especiﬁcada banda de freqüências. 
2.3.4 Erro na simetria da resposta ao impulso 
Os sistemas lineares invariantes são completamente caracterizados pela 
resposta a uma excitação do tipo impulso unitário [22].
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Em [3] é estabelecido o grau de simetria da resposta ao impulso como uma 
medida signiﬁcativa para avaliação da linearidade de fase do ﬁltro. 
Após defmido o procedimento de medição deste grau de simetria, devemos 
esperar a seguinte tendência do comportamento (considerando toda a banda de freqüências) 
desta ﬁgura de mérito: 
0 - a resposta ao impulso com menor erro de simetria deve corresponder ao 
ﬁltro com melhor linearidade de fase [3]; e 
0 o aumento da ordem n para um dado Amx , para os ﬁltros Chebyshev, 
Legendre e Butterworth, deve produzir um maior erro na simetria da 
resposta ao impulso; ocorrendo o inverso com os ﬁltros Bessel, Gauss e 
Multiplicidade-n.
~ O procedimento proposto para a mediçao do grau de simetria da resposta ao 
impulso pode ser acompanhado nas equações (2.3.4-1) a (2_3.4-15). 
Seja a variável de iteraçao i deﬁnida por: 
z'z {1,2,...,N}, ~(2.3.4-1) 
fomiando N amostras igualmente espaçadas para o vetor temporal ti , de tal forma que: 
1,. = Azi, z=1,2,...,N, (2.3.4-2) 
sendo At a diferença entre amostras, definida por: 
Az :ff-1, (2.3.4-3) N~1 
onde a primeira e a última amostras sao dadas, respectivamente, por: 
z, = 0, (2.3.4-4) 
IN = [At.(N-l)]+tl. (2.3.4-5)
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Seja f (t) a transfommda inversa de Laplace de T (co) , isto é: 
f(z) = 3”-' {T(‹z›)}. (2.3.4-ó) 
Considere o valor máximo de f (t) ocorrendo no instante de tempo t = tm , 
isto é: 
f (fm) = fm (1). (234-7) 
Deﬁnimos o instante de tempo t N da última amostra como: 
tN = 2O.tmaX . (2.3.4-8) 
A amostra ts deﬁne a posição do eixo de simetria da resposta ao impulso, 
sendo dada por: 
zs = am, (2.3.4-9) 
onde ar” representa a média ponderada do atraso de fase. 
A energia contida em uma dada amostra temporal t, é deﬁnida por: 
E, = ¡f(z,. )|2.Az, 
i 
(2.s.4-io) 




Como para cada sistema temos um valor para a energia E, devemos 
ponderar as amostras da resposta ao impulso pela sua correspondente energia total da 
seguinte forma: 
fp (1) z (2.3.4-12)
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Em seguida deﬁnimos os vetores fpd e fpe relativos ao lado direito e 
esquerdo do eixo de simetria, respectivamente. Assim: 
flu, = {fP(zs +Az), f,,(zS +2_Az),...,f,,(zN)} (234-13)
8 
fpe z {f,,(zS _ Az), f,,(z, - 2.Az),...,f,,(f1),o,o,...,o,o,f,,(~(zN - 21, ))}. (214-14) 
Finalmente, considerando que os vetores f pa e flw possuem individualmente 
L amostras, o erro de simetria da resposta ao impulso é dado por: 
Eh, = Ê|(f,,,,,,. - fpe,.)]2.Az. (2.3.4-15) 
A Fig. 2.4 ilustra o procedimento exposto anteriormente. 
f,,(l) A 5/Eixode Simetria 
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Fig. 2.4 - Resposta ao impulso (ﬁltro Bessel, n = 2 e Ama = 3 dB).
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A seguir são observados alguns procedimentos que devem ser evitados na 
obtenção de uma outra possível metodologia de medida do grau de simetria da resposta ao 
impulso, pois tais procedimentos não são satisfatórios, o que conduzem a resultados 
errôneos, prejudicando sobremaneira o processo de avaliação: 
0 ﬁxar o eixo de simetria na abscissa correspondente ao valor de pico da 
resposta ao impulso;
~ 0 ﬁxar o eixo de simetria na abscissa correspondente ao valor médio nao 
ponderado do atraso de fase; 
o ﬁxar o eixo de simetria na abscissa que corresponda ao valor médio 
ponderado ou nao do atraso de grupo; 
ø deixar de ponderar as amostras da resposta ao impulso pela energia total 
envolvida em cada sistema, conforme a equação (2.3 .4-12); e 
0 ponderar as amostras da resposta ao impulso pelo quadrado da energia 
total envolvida em cada sistema. 
2.4 RESPOSTA Ao IM1>ULso 
A Fig. 2.5 ilustra as características consideradas na avaliação da resposta ao 
impulso, a saber: 
0 Pico da resposta ao impulso (P,.,,,p ): é o valor máximo da amplitude da resposta 
ao impulso; 
0 Tempo de atraso da resposta ao impulso (rm): é o tempo necessário para a 
resposta ao impulso atingir o seu valor de pico; 
0 Largura da resposta ao impulso (wimp ): é o intervalo de tempo para ir de 0,1% 
do valor de pico até o valor máximo da amplitude da resposta ao impulso e, 
novamente, voltar a 0,1% do seu valor de pico; e
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0 Undershoot (u): é o valor absoluto do primeiro sobressalto ocorrido após o 
pico da resposta ao impulso, podendo ser dado em dB pela seguinte expressão: 
P.-,.. 
Y.-,..,,(<1B) = 2010810 *ul - (2-4-1) 







0,2 - ~ 
== Pimp
i 




l IUna'ershoot (u) 




0,2 I Vl l 
O 5 10 15 20 
t(s) 
Fig. 2.5 - Figuras de mérito da resposta ao impulso. 
2.5 RESPOSTA Ao DEGRAU 
A Fig. 2.6 ilustra as características consideradas na avaliação da resposta ao degrau, 
a saber: 
0 Tempo de atraso da resposta ao degrau (tw ): é o tempo necessário para a 
resposta ao degrau atingir 50% do seu valor estacionáiio (ou valor final); 
0 Tempo de subida da resposta ao degrau (t,): é o tempo necessário para a 
resposta ao degrau ir de 10% a 90% do seu valor estacionário (ou valor ﬁnal); e 
0 Overshoot (ymp ): é a diferença entre o valor de pico e o valor ﬁnal da resposta 
ao degrau, sendo expresso como um percentual.
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Fig. 2.6 - Figuras de mérito da resposta ao degrau. 
2.6 DESEMPENHO 
A ﬁm de facilitar o procedimento de tomada de decisão na escolha do melhor ﬁltro 
transicional que satisfaça os requisitos preestabelecidos, propõe-se a seguinte ﬁgura de 
mérito, que denominamos por desempenho total médio ponderado de um ﬁltro (DT ). 
Seja Dl. o i-ésimo desempenho relativo ao i-ésimo requisito especiﬁcado 1;” , cujo 
ﬁltro apresentou o valor riyﬁhm na busca do cumprimento do requisito :gw , o que resulta 
em: 
na D, zi. (2.6-1) 
rgﬁzzm 
Da equação (2.6-1), obtêm-se: 
0 O S Di <1:> Di abaixo do limite de uma condição satisfatória (r,¿ﬁ,,,0 > rim ); 
0 D, = 1 :> D7. no limite de uma condição satisfatória (riyﬁm = rim ); 
o Di > 1 :> Di acima do limite de uma condição satisfatória (r,.›ﬁ,m, < rim ); e 
0 Di -› oo :> Di tendendo a uma condição ideal (r, ,mm -› 0 ).
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O desempenho total médio ponderado DT de um ﬁltro, relativo a um conjunto de 
R requisitos propostos, é obtido segundo a expressão:
R Z wi .Di 
DT :Ê-Í?-_ para Di 21 e Oswi S1, (2.6-2) 
onde wi é o peso correspondente ao grau de importância dado ao cumprimento do 
requisito especificado :gw , de tal forma que quanto maior for o valor de DT melhor será o 
desempenho do filtro. 
Naturalmente que a decisão ﬁnal sobre o ﬁltro transicional a ser escolhido ﬁca a 
cargo do projetista, pois DT (com Di 21 para qualquer í) retrata apenas uma indicação 
mais favorável perante uma média ponderada dos desempenhos individuais satisfatórios dos 
requisitos desejados. 
2.7 CONCLUSÕES 
A medida de qualidade de desempenho de um ﬁltro depende dos anseios do 
projetista, pois são os requisitos iniciais de projeto que vão determinar a maneira pela qual 
vamos analisar o desempenho de um filtro. 
Portanto, as caracteristicas de um filtro podem ser consideradas Ótimas ou ruins, 
tudo dependendo do ponto de vista das exigências preestabelecidas.
CAPÍTULO 3 í í I í f ~ + I 
na I DESCRIÇAO DO METODO 
3.1 INTRODUÇÃO 
Neste trabalho tem-se como objetivo O desenvolvimento de um software para O 
projeto de ﬁltros que dadas as caracteristicas simultâneas de atenuação, fase e/ou tempo, O 
programa busque dentre 15 ﬁltros transicionais aquele ou aqueles que atendam, com a 
menor ordem possível, os requisitos [23]. 
A Tabela 3.1 mostra as quinze combinações possíveis de ﬁltros transicionais a partir 
dos seis ﬁltros polinomiais clássicos escolhidos (Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel, 
Gauss e Mutiplicidade-n), bem como as suas respectivas legendas. 
Tabela 3.1 - Filtros transicionais a partir dos ﬁltros polinomiais escolhidos. 
Filtro Transicional Legenda 
Chebyshev - Legendre CB-LG 
Chebyshev - Butterworth CB-BT 
Chebyshev - Bessel CB-BS 
Chebyshev - Gauss CB-GS 
Chebyshev - Multiplicidade-np CBfMN 
Legendre - Butterworth LG-BT 
Legendre - Bessel LG-BS 
Legendre - Gauss LG-GS 
Legendre - Multiplicidade-n LG-MN 
Butterworth - Bessel BT-BS 
Butterwoith - Gauss BT-GS 
Butterworth - Multiplicidade-n BT-MN 
Bessel - Gauss BS-GS 
Bessel - Mzúúpiâcidaae-n BS-MN 
Gauss - Mzúúplâcidzae-n GS-MN 
A justiﬁcativa para que a busca seja feita com todas as combinaçoes apresentadas e 
que, para os diferentes ﬁltros transicionais, são obtidas diferentes trajetórias de 
deslocamento dos pólos. Não é possível aﬁnnar a priori com qual caso será obtida uma 
melhor solução sob o ponto de vista da menor ordem.
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3.2 ESPECIFICAÇÕES DE MAGNITUDE DE UM FILTRO PASSA-BAIXAS 
As especiﬁcações de magnitude de um ﬁltro passa-baixas (PB) são: a freqüência 
limite da banda passante (mp), a freqüência limite da banda de rejeição (cos), a máxima 
atenuação pemiitida na banda passante (Am) e a mínima atenuação exigida na banda de 
rejeição (Am ). Estas especiﬁcações são ilustradas na Fig. 3.1, na qual as freqüências estão 
nonnalizadas. ' 
A(õ)|dB A 




O __- I _- Í it* mp I cos cos/(np 0)-ou/mp 
Fig. 3.1 - Gabarito de um ﬁltro passa-baixas com freqüências normalizadas. 
3.3 FATOR INTERPOLADOR 
As singularidades de um ﬁltro transicional de ordem n (com pólos s' H) é obtida a 
partir das singularidades de dois ﬁltros conhecidos, um ﬁltro A (mais seletivo com pólos 
s' M) e um ﬁltro B (menos seletivo com pólos s' kg). Assim, através da adequada escolha de 
um fator interpolador m , pode-se ajustar as características do ﬁltro transicional (iniciando 
no ﬁltro A e terminando no ﬁltro B) conforme representado pela seguinte expressão: 
s',,T=(s',m)l`"'.(s',,B)'", k=l,...,n, (3.3-1) 
onde 0 s m 5 1.
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Pode-se observar que: 
0 se m = O z: ﬁltro transicional ê ﬁltro A; 
0 se m = 1 :> ﬁltro transicional â ﬁltro B; e 
0 se O < m <1< :> o ﬁltro transicional apresenta características intermediárias 
entre os ﬁltros A e B. ' 
Logo, o fator ínterpolador m funciona como um “dosador” das características do 
ﬁltro transicional a partir das singularidades dos ﬁltros A e B, permitindo inﬁnitos valores 
para m no intervalo de O a l, tomando, desta forma, o projeto bastante ﬂexível. 
3.4 AJUSTE DA MAGNITUDE NA BANDA PASSANTE 
A simples aplicação da equação (3.3-1) não garante que a magnitude do ﬁltro 
transicional apresente as características desejadas, fazendo-se necessário um procedimento 
de ajuste.
~ Uma vez especiﬁcado o valor de Amax , detemúna se a freqüência de nonnalizaçao 
(nN através da equação (3.4-l), tal que |T(š)||dB = -AM para š = j , onde: 
T(§) = T(s') MN; z (3.4-1) 
e K e' uma constante que garante que o valor máximo de |T(õ)||dB seja de O dB na banda 
passante. 
Os novos pólos de T(š) são škf = s},T /(DN, para k =1,...,n. Então: 
TG) = K = K . (34-2) n -n. -'n-l - H (š __ škr) S + an_¡S + + a¡S + 110 
k=l 
Excetuando-se os ﬁltros transicionais que envolvem o ﬁltro Chebyshev de ordem 
par com m ¢ 1, nos demais casos temos K = ao e |T(0)"dB = O dB.
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3.5 AJUSTE DA MAGNITUDE NA BANDA DE REJEIÇÃO 
A ﬁm de que o ﬁltro transicional tenha as melhores CF e CT possíveis, toma-se 
necessário um ajuste da sua magnitude na banda de rejeição, tomando-o o menos seletivo 
possível e ainda atendendo 0 gabarito do ﬁltro passa-baixas proposto. Isso nos leva a obter: 
|T(õs) dg =»A,,m. (35-1) 
Tal condição depende do valor do fator interpolador m , pois para uma dada ordem 
n , uma dada máxima atenuação na banda passante Amx e um dado par de ﬁltros A e B 
formadores do ﬁltro transicional, existirá um, e somente um, valor de m que satisfará a 
expressão |T(ös)| dB 
= -Am. 
Caso o valor de m não satisfaça a equação (3.5-1), devemos buscar um novo valor 
para m e repetir os procedimentos das Seções 3.3 e 3.4, até que tenhamos para [T(õS) 
(IB 
o valor de - Am . 
A seguir são descritas as etapas do processo de otimização com o objetivo de se 
obter o valor de m que ajuste a magnitude na banda de rejeição: 
i) especiﬁca-se o valor de Am desejado; 
ii) sejam os valores iniciais mmgo = O, mm, = 0,5 e mma, = 0,5; 
iii) toma-se mam, como o valor para o fator interpolador m na equação (3.3-1), 
para em seguida realizar o devido ajuste da magnitude na banda passante, 
conforme os procedimentos da Seção 3.4; 
iv) veriﬁca-se o valor da magnitude no limite da banda de rejeição (|T(`(íS) dB ); 
v) se |T(ED's) dB < -Am vá para o passo (vi), por outro lado, se |T(ín`s) dB > -Am 
vá para o passo (vii); 
- mnwo _ manﬁgo __ ,. . 
v1) toma-se mm, + ---É-~ como novo valor para m am, , para em sequencia 
fazer mama = mm, e mw, = mam, , voltando-se aos passos (iii), (iv) e (v);
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.. go .. z - mnovo ._ manu vn) toma-se mm, ~ ----:T-- como novo valor para m,,,,,,,, , para em sequencia 
fazer mmg, = mma e mm, = mam, , voltando-se aos passos (iii), (iv) e (v); 
viii) o processo vai até que |T("cõs) dB apresente um valor praticamente igual a 
~Am¡n (por exemplo, -1,01.Am <|T(õ,) < A . ). dB.. Tﬂln 
3.6 TRAJETÓRIAS DAS SINGULARIDADES 
A Fig. 3.2 mostra as trajetórias' seguidas pelas singularidades dos quinze ﬁltros 
transicionais baseados nos seis ﬁltros polinomiais considerados. 
A ﬁm de uma melhor visualização gráﬁca, foi usado para este exemplo uma ordem 
baixa (n = 4), mostrando-se apenas a parte superior do semi-plano lateral esquerdo do 
plano s; além disso, as trajetórias são representadas a partir de um ﬁltro polinomial fixado 
como ponto de partida da transição. 
Para qualquer ponto escolhido, pertencente a uma determinada trajetória, teremos 
um ﬁltro transicional estabelecido que respeita a banda passante PB do gabarito de projeto 
desejado (Seção 3.4), isto é, o valor máximo do ganho na referida banda é 0 dB e na 
freqüência limite da banda passante é - Amax .
~ Logo, conforme os requisitos exigidos (características de atenuaçao, fase e/ou 
tempo), podemos obter um ou mais filtros transicionais que satisfaçam as características do 
projeto desejado, cabendo ao projetista escolher a solução que mais lhe convém.
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Fig. 3.2 - Trajetórias formadas pelas singularidades dos ﬁltros transicionais (n = 4 e AMX = 3dB ). Filtro de 
partida: (a) Chebyshev (+), (b) Legendre (×), (c) Butterworth (V), (d) Bessel (*), (e) Gauss (ﬁik). 
Multiplicidade-n (EI). 
3.7 CoNcLUsÓEs 
Com a elaboração do software para o projeto de ﬁltros transicionais, em 
confonnidade com a descrição do método aqui proposto, podemos destacar os seguintes 
aspectos positivos: 
0 os ﬁltros transicionais apresentam inﬁnitas possibilidades de projeto para cada 
ordem escolhida, o que facilita o atendimento, tanto quanto possível, dos
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requisitos conﬂitantes de características de amplitude, fase e/ou resposta no 
tempo requeridas; 
atende-se o gabarito especiﬁcado de magnitude buscando a menor seletividade 
possível, proporcionando, desta forma, melhores características de tempo e fase 
para uma dada ordem n escolhida; 
nas aproximações clássicas temos um ajuste não preciso da seletividade do ﬁltro, 
seja através da mudança de ordem e/ou o tipo de aproximação escolhido na 
busca de atender os requisitos propostos. Por outro lado, nos ﬁltros transicionais 
podemos ter um ajuste ﬁno desta seletividade a partir da escolha do valor do 
fator de interpolação m (O S m s 1) para cada ordem n escolhida; 
quando um problema não tem solução com ﬁltros transicionais, com certeza ele 
não terá também com os seis ﬁltros polinomiais utilizados (Chebyshev, 
Legendre, Butterworth, Gauss, Bessel e Multiplicidade-n), uma vez que esses
~ 
ﬁltros polinomiais clássicos sao casos limites dos ﬁltros transicionais, 
dependendo das especiﬁcações de projeto (CA, CT e/ou CF), pode-se obter uma 
redução na ordem da função de transferência obtida (o que, naturahnente, 
facilitará a implementação do ﬁltro) e/ou melhoria das características do ﬁltro 
transicional, em comparação a uma solução obtida por meio de um dos seis 
ﬁltros polinomiais supracitados; e 
os resultados de projeto são obtidos em tempos relativamente curtos.
CAPÍTULO 4 É 
EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
4.1 INTRODUÇÃO 
A ﬁm de mostrar a importância dos ﬁltros transicionais, são vistos dois exemplos de 
aplicação que apresentam requisitos conﬂitantes entre as características de amplitude, fase 
e/ou resposta no tempo. Em ambos os casos é escolhida a solução que apresenta a menor 
ordem associada ao melhor desempenho. 
4.2 EXEMPLO 1 
4.2.1 Requisitos para o projeto 
u 
Consideremos os seguintes requisitos de projeto: 
0 Características de amplitude: 
Amx = 3 dB; 
äíp = 1; 
Am = l9dB; e 
655 = 2. 
OBS.: “Escolher a solução que apresenta a menor ordem (n 516) com 
melhor desempenho”. 
0 Característica de fase na banda passante: 
Variação percentual do atraso de grupo (Atg% ) S 45% , deﬁnida por: 





I ~ e 1 são os atrasos de grupo máximo, mínimo e médio g max ° g mm gmed 
na banda passante, respectivamente. 
0 Características temporais: 
Atraso na resposta ao impulso ('c,,,,,) 5 3s; 
Tempo de subida da resposta ao degrau (t,) 5 3 s; e 
Overshoot na resposta ao degrau (y,,,,) S 12%. 
4.2.2 Resultados 
A Tabela 4.1 mostra os resultados obtidos com os seis ﬁltros polinomiais 
considerados para o Exemplo 1. 
Filtro |T(õ, )| dB ‹‹1B) nm A184, (%) 1,-,,.,, (s) I, (S) Y step (%) 
CB -28,3 U) 2,88 3,22 2,72 
LG -21,7 U) 2,39 2,45 7,50 
BT -24,1 -lä 2,89 2,43 10,8 
BS -12,6 4,60 2,15 1,27.1o'2 
GS 4,02 2,14 1,0610* -12,0 
MN -11,3 







Tabela 4.1 - Resultados dos ﬁltros polinomiais. 
3,16 2,14 o 
A Tabela 4.2 mostra os resultados obtidos com os ﬁltros transicionais que 
atendem as especificações requeridas com a menor ordem possível (n = 3 e 
|T(õ,) dB z-19‹1B). 
- - ` =- E lol. 
* Filtro transicional com o melhor dese 
Filtro m Atg°/o Timp (S) tr (S) 
.¡,.,,,....,,. 
Y step (0/0) 
CB-BT 0,8808 33,48 2,14 2,33 8,17 
CB Bs* 0,2945 40,41 2,12 2,58 0,22 
LG-BT 0,7360 34,09 2,14 2,33 8,38 
0,1961 27,13 2,13 2,39 5,05 
LG-GS O, 1381 27,00 2,13 2,39 4,75 
LG-BS 
LG-MN 0,0667 27,02 2,13 2,40 
Tabela 4.2 Resultados dos ﬁltros transicionais com n _ 3 e |T(co,.)||dB l9dB para o xemp 
4,50
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4.2.3 Comportamento dos filtros polinomiais 
Dentre os ﬁltros polinomiais Chebyshev, Legendre e Butterworth, mesmo 
usando a menor ordem que atenda o gabarito PB proposto, somente o ﬁltro Butterworth 
(n = 4) consegue satisfazer os requisitos de fase e/ou tempo. 
Por outro lado, os ﬁltros polinomiais Bessel, Gauss e Multiplicidade-n, 
mesmo usando a ordem n = 16 (a maior ordem admissível assumida neste projeto), 
apresentam seletividades abaixo da exigida (|T (551 dB > -Amin ). 
4.2.4 Comportamento dos filtros transicionais 
Obedecendo o critério da menor ordem possível, a Fig. 4.1 mostra o 
desempenho dos ﬁltros transicionais com |T(Qs] dB = -19dB para n : 3 , sendo que, dentre 
estes, o ﬁltro transicional CB-BS é o que apresenta o melhor desempenho total médio 
ponderado, conforme a aplicação da equação (2.6-2) e considerando que todos os 
requisitos especiﬁcados possuem wi = 1. Logo, este ﬁltro transicional deve ser o escolhido 
como solução para o projeto apresentado. 
I CB-BT (l,38) 








Fig. 4.1 - Desempenho dos ﬁltros transicionais com |T (031 dB = -l9dB para o Exemplo l.
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4.2.5 Singularidades do filtro transicional escolhido 
A Tabela 4.3 mostra os resultados obtidos das singularidades (škf) do ﬁltro 
transicional. 
Tabela 4.3 - Seqüência para obtenção dos pólos škf do FT escolhido para o Exemplo 1. 
Variáyel Valor 
P¿1‹›s do Filtro A (CB) 1 -0,2930
` 
S30, -0,1490 110,903? 
Pólos ao Fim B (Bs) -1,3227 
s',,B -1,0474 1109993 
m 0,2945 
, , _,,, , -0,4622 s*T=(S'°4)l '(s'<B)m 413623 ¢¡o,9s32 
wN o,s9z2 
PÓIOS dO FT (CB-BS) -0,5181 
škf : S'kT /ÚÍN 
4.2.6 Função de transferência do ﬁltro transicional escolhido 
A partir dos pólos š,,T obtemos os coeﬁcientes do numerador e do 
denominador da função de transferência do ﬁltro transicional escolhido. A Tabela 4.4 
apresenta esses parâmetros. 
Tabela 4.4 - Flmção ganho do FT escolhido para o Exemplo l.
K T(š)=:3i'_°_zí_- 
s +a2s +a¡s+a0 





A Fig. 4.2 ilustra as caracteristicas do ﬁltro transicional selecionado inseridas entre 
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Fig. 4.2 - Características dos ﬁltros CB (-), FT (-) e BS (-) (Exemplo 1): (a) Magrutudes, (b) 
Magnitudes (banda passante), (c) Singularidades, (d) Fases, (e) Atrasos de fase, (f) Atrasos de grupo 
(g) Respostas ao impulso e (h) Respostas ao degrau.
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4.3 EXEMPLO 2 
4.3.1 Requisitos para o projeto 
Consideremos os seguintes requisitos de projeto: 
0 Caracteristicas de amplitude: 
VAMX = 3dB ; 
23;, = 1. 
Am = 30dB; e 
63 = 2. 
OBS.: “Escolher a solução que apresenta a menor ordem (ns 16) com 
melhor desempenho”. 
0 Característica de fase na banda passante: 
Variação percentual do atraso de grupo (A'cg% ) S 35%, deﬁnida por: 
Az z %i'_”i×1oo% (4 31-1) 8% T d , . . gme 
onde tgmx , tgmm e 'c¿,,,,ed são os atrasos de grupo máximo, minimo e médio 
na banda passante, respectivamente. 
0 Características temporais: 
Atraso na resposta ao impulso ('c,.,,,¡,) S 4s; 
Tempo de subida da resposta ao degrau (t,) 5 3 s; e 
Overshoot na resposta ao degrau (vw) S 8%.
4.3.2 Resultados 
37 
A Tabela 4.5 mostra os resultados obtidos com os seis ﬁltros polinomiais 
considerados para o Exemplo 2. 
Tabela 4.5 - Resultados dos ﬁltros polinomiais. 
Filtro |T‹õ,)| dB fz(S) Y step (%) 
-1>~ CB 2,45 35,8 
-1> LG 2,64 11,2 
2,56 12,8 
BS -12,6 16 4,60 2,15 1,27.1o'2 
GS -12,0 16 1,63 4,02 2,14 MN -11,3 16 3,16 
I : não atende o r uisito. 
(dB) nm, A1 g../D (%) r,-mp (s) 
-39,7 214 4,11 
-3 0,3 66,3 3,43 





A Tabela 4.6 mostra os resultados obtidos com os ﬁltros transicionais que 
atendem as especiﬁcações requeridas com a menor ordem possível (n = 5 e 
|T(õ,) dB 
z -30613). 
Tabela 4.6 - Resultados dos ﬁltros transicionais com n = 5 e |T(õ, )| dB = -30dB para o Exemplo 2. 
* Filtro transicional com o melhor desempenho. 
Í” ATg% Timp fz (S) Y step 
LG-BS 0,2587 33,51 3,66 2,60 7,31 












4.3.3 Comportamento dos filtros polinomiais 
Os ﬁltros polinomiais Chebyshev, Legendre e Butterworth, mesmo usando a 
menor ordem que atenda o gabarito PB proposto, não conseguem satisfazer os requisitos de 
fase e/ou tempo. 
Por outro lado, os ﬁltros polinomiais Bessel, Gauss e Multiplicidade-n, 
mesmo usando ordem n = 16 (a maior ordem admissível assumida neste projeto), 
apresentam seletividades abaixo da exigida (IT dB > -Am )_
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Portanto, não foi encontrada uma solução usando os seis ﬁltros polinorniais. 
Isto se deve ao conﬂito existente entre as caracteristicas de magnitude, fase e/ou tempo 
dessa classe de ﬁltros. 
4.3.4 Comportamento dos filtros transicionais 
Obedecendo o critério da menor ordem possível, a Fig. 4.3 mostra o 
desempenho dos filtros transicionais com |T(Q_,_]|dB : -30 dB para /1: 5, sendo que, dentre 
estes, o ﬁltro transicional LG-MN é o que apresenta o melhor desempenho total médio 
ponderado, conforme a aplicação da equação (2.6-2) e considerando que todos os 
requisitos especiﬁcados possuem wi = 1. Logo, este ﬁltro transicional deve ser o escolhido 








Fig. 4.3 - Desempenho dos filtros transicionais com |T(QS dB = -30dB para o Exemplo 2. 
4.3.5 Singularidades do ﬁltro transicional escolhido 
A Tabela 4.7 mostra os resultados obtidos das singularidades (šﬂ) do ﬁltro 
transicional.
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Tabela 4.7 - Seqüência para obtenção dos pólos šk, do FT escolhido para o Exemplo 2. 
Variável Valor 
Pólos do Fim A (LG) 'W631 _ 
S. 4›,3ss1 zvz¡o,5ssó '“ -0,1536 z:¡o,9ós1 
Pólos do Filtro B (MN) -2,5933 











Pólos do FT (LG-MN) 
škf = S'1zT / (UN 
4.3.6 Função de transferência do ñltro transicional escolhido 
A partir dos pólos šk, obtemos os coeﬁcientes do numerador e do 
denominador da função de transferência do ﬁltro transicional escolhido. A Tabela 4.8 
apresenta esses parâmetros. 
Tabela 4.8 - Função ganho do FT escolhido para o Exemplo 2.
K TG):-5 -4 -3 -2 - s +a4s +a3s +a2s +a,s+a0 







A Fig. 4.4 ilustra as características do ﬁltro transicional selecionado inseridas entre 
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Fig. 4.4 - Características dos ﬁltros LG (_), FT (-) e MN (-) (Exemplo 2): (a) Magnitudes 
Magnitudes (banda passante), (c) Singularidades, (d) Fases, (e) Atrasos de fase, (I) Atrasos de grupo 
(g) Respostas ao impulso e (h) Respostas ao degrau.
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4.4 CONCLUSÕES 
Neste capítulo foram vistos dois exemplos de projetos de ﬁltros transicionais com 
requisitos conflitantes de características de amplitude, fase e/ou tempo. 
No Exemplo 1, temos apenas uma solução sob o ponto de vista dos ﬁltros 
polinomíais (ﬁltro Butterworth de ordem 4); foram obtidas seis soluções possíveis com os 
ﬁltros transicionais de ordem 3, sendo o ﬁltro transicional CB-BS escolhido por apresentar 
o melhor desempenho total médio ponderado. 
No Exemplo 2, foram encontradas três soluções através dos ﬁltros transicionais de 
ordem 5. Para este exemplo, se não fosse utilizada uma abordagem via ﬁltro transicional 
não seria possível atender todos os requisitos de projeto.
ÍCAPÍTULQ 5 
CONCLUSÕES 
Os ﬁltros transicionais encontrados na literatura apresentam poucas possibilidades 
de transição entre dois tipos de ﬁltros e, além disso, não apresentam qualquer preocupação 
com a mínima atenuação na banda de rejeição. Logo, os projetos obtidos acabam sendo 
superestimados, produzindo caracteristicas temporais e de fase piores do que aquelas 
obtidas se o projeto fosse atendido com a menor seletividade possível. 
Neste trabalho foi proposto um algoritmo para projeto de ﬁltros transicionais 
baseados em seis ﬁltros polinomiais (Chebyshev, Legendre, Butterworth, Bessel, Gauss e 
Multiplicidade-n) quepossuem características otimizadas em algum aspecto, resultando em 
quinze diferentes tipos de ﬁltros transicionais, proporcionando um número grande de 
soluções possíveis. 
O objetivo principal deste trabalho consistiu na metodologia de projeto de ﬁltros 
transicionais que atende um gabarito especiﬁcado com a magnitude apresentando a menor 
seletividade possível, o que proporciona as melhores caracteristicas de fase e/ou resposta no 
tempo, o que toma viável a elaboração de projetos de ﬁltros que não teriam solução 
satisfatória usando apenas os ﬁltros polinomiais mencionados, ou mesmo, outros ﬁltros 
-transicionais propostos na literatura. 
Foram vistos dois exemplos 'de projetos de ﬁltros transicionais com requisitos 
conﬂitantes de características de amplitude, fase e/ou tempo. 
No Exemplo 1, no qual tivemos apenas uma solução sob o ponto de vista dos ﬁltros 
polinomiais (ﬁltro Butterworth de ordem 4), foi possível obter uma redução de ordem com 
seis possiveis soluções usando os ﬁltros transicionais de ordem 3.. O ﬁltro .transicional 
Chebyshev-Bessel foi o escolhido por apresentar o melhor desempenho total médio 
ponderado.
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No Exemplo 2, foram encontradas três possíveis soluções através dos ﬁltros 
transicionais de ordem 5. Neste caso, se não fosse utilizada uma abordagem via ﬁltro 
transicional não seria possível atender todos os requisitos propostos de projeto. Neste 
exemplo o melhor desempenho ﬁcou por conta do ﬁltro transicional Legendre- 
Multiplicidade-n, o que mostra que o uso do ﬁltro Multiplicidade-n, como participante para 
gerar o ﬁltro transicional (tal situação não foi encontrada na literatura), pode ser uma 
melhor opção de projeto. 
Outra vantagem do uso de ﬁltros transicionais consiste no fato de que nas 
aproximações clássicas temos um ajuste não preciso da seletividade do ﬁltro, seja através da 
mudança de ordem e/ou do tipo de aproximação escolhido na busca de atender os requisitos 
propostos. Por outro lado, nos ﬁltros transicionais, para cada ordem especiﬁcada, podemos 
ter um ajuste ﬁno desta seletividade a partir da escolha do valor de um fator de 
interpolação. 
Foram introduzidas e analisadas ﬁguras de mérito para avaliar 0 desempenho de um 
ﬁltro seletor de sinais, destacando-se dentre elas a dispersão ponderada do atraso de fase, a 
dispersão ponderada do atraso de grupo e o erro na simetria da resposta ao impulso. Todas 
usadas como critério de medida para o grau de linearidade de fase. Pode ser constatado que 
quando alteramos a ordem e/ou a mínima atenuação na banda passante, esses critérios de 
avaliação apresentaram comportamento similar, o que comprova a coerência existente entre 
as referidas medidas. 
Num processo de linearização da fase de um sistema qualquer, que utiliza para tal o 
cascateamento de seções passa-tudo, o uso de ñltros transicionais pode diminuir a ordem 
total do sistema, comparativamente ao uso de aproximações clássicas para o ﬁltro inicial a 
ser equalizado. 
Ficam como sugestões para a continuação deste trabalho os seguintes temas: 
ø a implementação de filtros transicionais a partir de outros tipos de funções 
seletoras, além das ﬁmções passa-baixas aqui utilizadas; 
0 a utilização do ﬁltro polinomial Chebyshev não equirzpple na banda passante 
como participante do par formador do ﬁltro transicional;
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a utilização de ﬁltros transicionais constituídos por ﬁltros que possuem zeros 
ﬁnitos sobre o eixo jco , como os ﬁltros Cauer, Chebyshev Inverso, Cauer 
Modiﬁcado e Chebyshev Inverso Modiﬁcado; e 
por último, um estudo de ﬁltros transicionais baseados em ﬁltros que utilizam 
polinômios ultraesféricos (ultraspherical), para os quais todos os outros tipos de 
ﬁltros transicionais se tomam casos particulares destes.
.› 
APÊNDICE A 
|g_z |~ z + ifff* ' | ~ ~ DETERNIINAÇAO DAS FUNÇOES PASSA-BAIXAS 
A.l - INTRODUÇÃO 
Neste apêndice será vista a forma de obter as funções de aproximação utilizadas no 
projeto dos ﬁltros transicionais. 
As especiﬁcações de magnitude de um ﬁltro passa-baixas são a freqüência limite da 
banda passante (col, ), a freqüência limite da banda de rejeição (cos), a máxima atenuação 
permitida na banda passante (Am) e a mínima atenuação exigida na banda de rejeição 













Fig. A. 1.1 - Gabarito de um ﬁltro passa-baixas com freqüências normalizadas. 
Das seis funções de aproximação consideradas neste trabalho, três delas 
(Chebyshev, Butterworth e Legendre) são deﬁnidas por uma função característica K (íí) 
que cresce com a ﬁeqüência e se aproxima de zero quando a freqüência tende a zero.
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A função de transferência T (š) normalizada dos ﬁltros polinomiais pode ser escrita 
como: 
- -Â(_§l__1_ _ T(s) _ EG) 
- HQ), (Ai 1) 
onde R(š) é a Transformada de Laplace da variável de saída (corrente ou tensão), E(š) é a 
Transformada de Laplace da variável de entrada (corrente ou tensão), e H (š) é a função 
atenuação. 
A função H (5) = H (š) šzjõ é deﬁnida em função de K (6) da seguinte forma: 
|H(ã)|2 =1+|1<(õ)|2. (Ai-2) 
Note-se que quando K (6) se aproxima de zero, H (õ)| se aproxima da unidade ou 
OdB . Se for desejado um valor acima ou abaixo de OdB , este pode ser obtido quando for 
feita a implementação do ﬁltro. Ganho constante para todas as freqüências é relativamente 
fácil de ser obtido. 
~ À Usando continuaçao analítica (teoria de variáveis complexas), isto é, substituindo os 
por š /j obtém-se uma importante expressão (equação A.l-3) para projeto de ﬁltros que é 
conhecida como equação de Feldtkeller [5]. Se a função atenuação for determinada com o 
auxílio dessa equação, após encontrar as raizes de H (š).H (-š), naturalmente que devem 
ser escolhidas as raízes cuja parte real é negativa (raízes no semi-plano lateral esquerdo, 
s.p.l.e.), já que o ﬁltro deve ser estável. 
H(š).H(-š) = 1+ K(š).K(-š). (A. l-3) 
A atenuação em dB A(`õ) = |H(õ)|dB é: 
A(õ) z 10 1og(1 + |K(õ)|2 (A. 1-4) 
Deﬁnindo 8 como a máxima distorção na banda passante (no caso do Chebyshev e 
é o máximo rípple) da função característica K (6) , tem-se:
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1<(1) z z . (A. 1-5) 
Assim, 
A(1)=Aw =1o1<›g(1+z2)âB (Ai-6) 
OU 
z z [1of*~==×/'° - 1] 1”. (A.1-7) 
Portanto, as ﬁmções Chebyshev, Butterworth e Legendre sao obtidas a partir de 
suas funções caracteﬁsticas e de um valor de e (ou AM) desejado. 
A(‹n') /1(5) 
Am ------------------ AW ------------------ 
I Í 
I Y 
' P ^ P 1 
0 o›N 0,' 0 ;5p=Ê£=1 z5=L°_ 
(DN “N 
(3) (b) 
Fig. A. 1.2 - Obtenção de Amx no limite da banda passante normalizada 6, = 1 , para os ﬁltros de Bessel, 
Gauss e Multiplicidade-n: (a) Determinação da freqüência 0) N e (b) Atenuação com freqüências 
normalizadas. 
No entanto, no caso das funções Bessel, Gauss e Multiplicidade-n, é obtida 
inicialmente uma função H (s'). Através da função A(co') = 20log|H(s')|s,=¡m, detennina- 
se numérica ou analiticamente a freqüência coN (ver Fig. A.l.2), na qual se tem uma 
atenuação Am . Após, ou se faz uma mudança de variáveis, substituindo s' por s'== coNš na
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função H (s') , ou simplesmente se calcula as novas raízes šk = s' k / oa N. Assim, no limite da 
banda passante normalizada 51, = 1, será obtida a desejada atenuação Am . 
A.2 - CHEBYSHEV 
A função característica da aproximação Chebyshev é dada por (A.2-1) e (A.2-2). A 
correspondente função de perdas é dada por (A.2-3) onde Cn (1) =l para qualquer ordem 
n. 
K (6) = sC,, (E6) = scos(ncos'1 6) S 1, (A.2-1) 
K(õ) = zz‹›sh(n‹z‹›s1f* 6) |õ1 > 1 (A.2-2)
8 
|H('‹õ)l2 =1+z2C§(õí) . (A.2-3) 
É possível obter analiticamente as raízes de H (š).H (-š) dos filtros Chebyshev, 
como será mostrado a seguir. Seja:
2 
šk =Z,,i-jšlk onde k=l,2,..., 
n/ paran,par 
(n+l)/2 paranimpar 
uma raiz de uma função Chebyshev normalizada. 
As partes real e imaginária são dadas por: 
za zliaeflllsﬁmlaaiâill 
Q* Alzwlll«‹»«liâlSz«ià>il~
Após a escolha das 
onde H (š) é: 
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raízes no s.p.l.e., obtém-se a função ganho T(š) = K/H(š) 
H(š) = Ú(š-šk) = š" +a,,_,š"" +---+a,š+a0, (A.2-6) 
k=l 
ao para n ímpar 
onde K é calculado como K ={ 20 , de forma a garantir
0 
|T(O)|dB = O para n ímpar e 
A.3 - LEGENDRE 
a lO`A'““/ para n par 
|T(0)|dB = -Am para n par. 
A função característica ao quadrado de um ﬁltro Legendre é [19,20]: 
1<2(õ) = z2L,,(õ52), (A3-1) 
onde L,,(`c52) é um polinômio de grau n em cuz , com coeﬁcientes reais. 
Determinação de L,,(co 2) para n ímpar [19]: 
Para a determinação do polinômio L,,(`oí2) para uma dada ordem n ímpar implica 
que n = 2k +1 de tal forma que: 
L,,(5z): 2õÍ`¶ÊamPm(x)J dz, (A3-2) 
onde os P,,,'s são polinômios de Legendre dados a seguir (fórmula de Rodrigues) [24]:
~ onde os am 's sao dados por: 
1 dm m 
Pm(X)=-27;,-¶T'c_š"n-(X2 -1) , 
a zÍ'¿=f.'.2_=__,z ak z 1 z “E _ (A_3-4) ° 3 5 2k+1 J':›Í(1‹+1) n+1
Determinação de L" (62) para n par [20]: 
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Para a determinação do polinômio L" (52) para uma dada ordem n par implica que 




L,,(õ2)= j (x+1){zzzmPm(x)]z1›z, 
onde os Pm's são os polinômios já mostrados e os am's são dados por: 
Caso 1 (k =(n-2)/2 é par): 
a-2 
az ak 12- 1 2 ao:--:___: : : : 




Caso 2 (k=(n-2)/2 é ímpar ): 
an-2 
ax as ak T 1 2 
3 7"' 2k+1 n-1 \/(k+1)(k+2) ,/n(›z+2)
e 







Pode ser mostrado, com base nas equações apresentadas, que determinar os 
polinômios L” (62) vai se tomando uma tarefa relativamente exaustiva à medida que a 
ordem vai aumentando.
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Por esta razão, acredita-se que na literatura estes polinômios só são encontrados até 
a ordem 10 [l9,20]. Na Tabela A.3.l estão apresentados esses polinômios até a ordem 16. 
Estes polinômios podem ser previamente armazenados até uma desejada ordem. _ 
Após a determinação (ou recuperação) do polinômio desejado, aplica-se (A3-10) e 
(A.3-1 1) em seqüência: 
|H(õ)|2 =1+|K(õ)|2 =1+z2Ln(62), (Aa-10) 
H(§)_H(-§)=1+1<(§).K(-§). (A3-11) 
A partir de (A.3-11) se obtém numericamente as raízes 5, do s.p.l.e.. A ﬁmção 
H(š) é dada por: 
H(§)= [](§- šk) = 5" +a,,_,§"~1+---+zz,§+zz0 (A3-12) 
k=1 
e a função ganho é T(š) = ao /H(š) , o que garante que |T(O)[dB = O. 
A.4 - BUTTERWORTH 
A função característica de um ﬁltro Butterworth é dada por: 
K(õ)=e.õ". (A.4-1) 
Portanto, a correspondente função de perdas é: 
|H('‹5){ = [1 + 82. 62"] 1” 
2 
. (A4-2) 


















































































































































































É possível determinar analiticamente a raízes s'k de H (s').H (-s') de um 
Butterworth normalizado para s =1 (ou Am = 3dB) utilizando a equação (A.4-4). 
s',,=e 2 " (kzl, zn). (A.4-4) 
Após a escolha das raízes s',, no s.p.l.e., determina-se 8 em função do Am 
especiﬁcado e as raízes sk como: 
- _ -(H › 
s,, -s " s',,. (A.4-5) 
As raízes s' k estão apresentadas na Tabela A.4.l até a ordem 16. Estas podem ser 
previamente armazenadas até uma ordem n desejada. 
A função H (š) é dada por: 
H(§) = [`[(§-šk) z š" +a,,_,§"'* +---+zz,§+zzo, (A4-6) 
k=1 
e a ﬁmção ganho nonnalizada para 61, =1 por T (š) = ao / H (š) , o que garante 
¡T(o)|dB = o. 
A.5 - BESSEL 
A função de Bessel (equação (A.5-2)) é uma aproximação de ordem n da função de 
fase linear dada pela equação (A.5-1) que não é ﬁsicamente realizável. 
T(s) = Toe-'°S'. (A5-1) 
A equação (A.5-2) apresenta a função ganho de um ﬁltro Bessel [6] nonnalizada 
para um atraso de grupo na origem igual a ls: 
b b T ' = ° = ° . As-2 (S ) s'" +bn_1s'"'“ + - ~ - +b1s'+bO H (s') ( )
55 
onde: 
b, z'=o,---,fz-1. (A5-3) 2" 'í!(n-1)! 
A Fig. A.5.1 apresenta |T(o)')|dB até a ordem 6. Os coeﬁcientes e as raízes de H (s') 
estão apresentados nas Tabelas A.5.l e A.5.2, respectivamente, até a ordem 16. Estes 
podem ser previamente armazenadas até uma desejada ordem n. Uma vez especiﬁcado o 
valor do Am desejado, determina-se numericamente a freqüência co” na ﬁmção 
A(‹n') = 20log|H(s')|s,=¡m, (ver Fig. A.l.2) e, após, calculam-se as novas raízes 
šk = s'/ ou N. 
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mexmãâ ëxggä Êšgâ 
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A.6 - GAUSS 
Uma função de atenuação de Gauss ideal pode ser expressa como segue: 
H(@') = z<°“× ef” '‹› (A.ó-1) 
Logo, a magnitude desta função ao quadrado é dada por: 
|H(‹z›')|2 zz em”. (A.ó-2) 
As funções realizáveis dos filtros de Gauss são obtidas por uma expansão em série 




. z |H(@ )| = Z-I_¡(@ )2 . (A.ó-3) 
i=0 ' 
Conseqüentemente, usando continuação analítica, pode-se obter uma aproximação 
de ordem n de H (s') a partir da seguinte expressão: 
H(s').H(-s') z (S52 K (A.ó-4) 
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Fig. A.6.i - Magnitudes do ﬁltro Gauss sem normalização para n de 1 a 6.




























mââgnﬁ ëšgš ëšëã ëxgâä ëxgâä 
m2×g_$ 













ëšâﬂﬁ ëššd ëãgñ Êšgâ ë×šq_ 
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Escolhendo as raízes s' k de (A.6-4) no s.p.l.e., tem-se: 
H(s') = H(s'~s'k ) = s'"+a,,_¡ s' 'H +- - - +a,s' + ao _ (A.6-5) 
k=l 
A Fig. A.6.1 apresenta a magnitude em dB de T (s') = ao / H (s') s,:J.m, até a ordem 6. 
As Tabelas A.6.1 e A.6.2 apresentam os coeﬁcientes dos polinômios H (s') e suas raízes, 
respectivamente, até a ordem 16. 
Estas podem ser previamente armazenadas até uma ordem n desejada . Para uma 
desejada atenuação AW , detemxina-se numericamente a freqüência co N na função 
A(oa') = 20log|H(s') Sjzjm, e, após, calcula-se as novas raízes š,, = s',, / OJN . Será obtido um 
ganho -Am na freqüência unitária da função de Gauss T (š ) = co / H (š) , onde: 
H(§) = [1(§-§,,) = š" +¢,,_,§"-* +---+‹,-,§+¢0t (A.ó-6) 
k=l 
A.7 - MULTIPLICIDADE-ll 
A ﬁmção ganho de um ﬁltro Multiplicidade-n é dada por: 
,_ 1 _ 1 _ T(s)__-H(s') ._---(s.H)n . (A7 1) 
A Fig. A.7.l apresenta a magnitude |T(co')jdB para as ordens de 1 a 6. Como nos 
casos dos ﬁltros de Bessel e Gauss, na freqüência normalizada de 1 rad/s, são obtidos 
diferentes valores de atenuação Am. Neste caso em particular, pode-se determinar 
analiticamente a freqüência ou N na qual se tem uma desejada atenuação Am .
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Fig. A.7.1 - Magnitudes do ﬁltro Multiplicidade-n sem normalização para n de 1 a 6. 
Substituindo s' por s'= co Nš em (A.7-1), tem-se: 
T6): 1 2 1 : (1/ooN)" 
H(§) (ú›N§+1)" [§+(1/wN)]"° 
que apresenta n pólos coincidentes em šk = -(1/ coN) com k = l,...,n. 
Conseqüentemente 
IHGI- =I(1f×›>~ +1>I"~ s=]õ 
Como 
Am = 2o1<›g|H(ä)|õ:l = 2o1‹›g(‹»§, +1)"'2, 
então, isolando os N em (A.7-4), obtém-se: 
Ama 1/2 
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FIGURAS DE MÉRITO Dos FILTROS PoL1NoMIA1s 
As tabelas. a seguir mostram os valores das ﬁguras de méritodos. ﬁltros polinomiais 
(Chebyshev, Butterworth, Legendre, Bessel, Gauss e Multiplicidade-n) a partir de três 
valores de Am (0,1 ; 3 e 6 dB) para um intervalo de ordem n de 2 a 16. 
Uma análise dos resultados destas tabelas permite uma previsão razoável da 
possibilidade da realização de um projeto de ﬁltro transicional desejado a partir dos ﬁltros 
polinomiais aqui envolvidos, bem como a investigação do comportamento das ﬁguras de 
mérito de cada ﬁltro polinomial em ﬁmção da ordem ou de Am . 
As -ﬁgu-ras de mérito mostradas nestas tabelas estão deﬁnidas no Capítulo 2. 
Os valores apresentados nas tabelas possuem a seguinte legenda de cores: 
I :> MAIOR valor -da ﬁgura de mérito para ordem n especiﬁcada; 
I :> 29 MENOR valor da ﬁgura de mérito para ordem n especiﬁcada; 
I :> MENOR valor da ﬁgura de mérito para ordem n especiﬁcada; e 
I 2 valores INTERMEDIÁRIOS da ﬁgura de mérito para ordem n especiﬁcada.
Tabela B1 _ Azaauaçâa na nmize da banda de rajaiaâa (Am, )|dB › para Q, = 2 a Am = o,1aB 





























































































"ra1›a1a B2 - Aaaaaaçâa ao luana da banda de rejeição (Am, )|dB ) para Q, = 2 a Am = 3‹1B 





























































































Tabela B3 - Atenuação no limite da banda de rejeição (A(Q, )|¿B ) pam Q, = 2 e Am = 6d.B 





























































































Tabela B4 - Variação percentual do atraso de fase (Ar ¡,% (%) ) na banda passante para Am = 0,1dB





























































































Tabela B5 - Variação percentual do atraso de fase ( A1,,%(%) ) na banda passante para Am = 3dB





























































































Tabela B6 - Variação percentual do atraso de fase ( A1¡,% (%) ) na banda passante para A






























































































Tabela B7 - Dispersão do atraso de fase (cfp (s2) ) na banda passante para Am = 0,ldB .


































































































Tabela B8 - Dispersão do atraso de fase (of, (sz) ) na banda passante para Am =3dB.











































2, 1 le-01 
2,44e-01 
2,806-01 















































Tabela B9 - Dispersão do atraso de fase (on (s ) ) na banda passante para AM 2 2 =6dB.





























































































Tabela B1o - Dispersâe peaaeraúa de auase de fase (ein, (s2)) para Am = o,1óB.




























































































LG BT Bs GS 
5,4oe-07 2,s3e-07 2,s3e-07 s,4oe-os s,4se4›s 
HIBX Tabela Bu _ Dispersão ponderada de anase de fase (ein, (sz )) para A =3dB.































































































Tabela Bl2 - Dispersão ponderada do atraso de fase (UÍW (s2) ) para Am, = 6dB.





























































































Tabela Bl3 - Variação percentual do atraso de grupo (A^cg% (%)) na banda passante para Am = 0,ldB





























































































Tabela BI4 - Variação percentual do atraso de grupo ( Arg% (%)) na banda passante para Am =





























































































Tabela Bl5 - Variação percentual do atraso de grupo ( Ar 8% (%)) na banda passante para Am =































































































Tabela B16 - Dispersão do atraso de grupo ( crf! (sz) ) na banda passante para Am = 0,ldB





























































































Tabela BI7 - Dispersão do atraso de grupo (crf: (s2) ) na banda passante para Am = 3dB .






















































5, l7e-l l 
6,60e-13 
6,68e-15 




































Tabela BI8 - Dispersão do atmso de grupo (crfi (sz) ) na banda passante para Am = 6dB.





























































































Tabela B l9 - Dispersão ponderada do atraso de grupo (ein (s2) ) para Am = 0,ldB .














































































Tabela B20 ~ Dispersão ponderada do atraso de grupo (ofn (sz) ) para Am = 3dB .












































































5,5 le-07 2,14e-O6 
5,06e-07 2,02e-06 
Tabela B2l - Dispersão ponderada do atraso de gmpo (of (sz) ) para Am = 6dB .W












































































4,3'/e-oõ l, l0c-06 
1,0 le-06 4,1 le-06
Tabela B22 - Tempo de atraso da resposta ao impulso (~c,.,,,¡, (s) ) para Am, = 0,1dB _





























































































Tabela B23 - Tempo de atraso da resposta ao impulso (1:,-,,,¡, (s) ) para Am 3dB.





























































































Tabela B24 - Tempo de atraso da resposta ao impulso (r,›,,,p (s) ) para Am = 6dB.





























































































Tabela B25 - Largura da resposta ao impulso ( w,-mp (s) ) para Am = 0,ldB





























































































Tabela B26 - Largura da resposta ao impulso (w,-,,,¡, (s) ) para Am = 3dB .





























































































Tabela B27 - Largura da resposta ao impulso (w,z,,,,, (s) ) para Am, = 6dB.























































7,0 l e+00 
7, l 1e+00 




































Tabela Bzs - Piza da resposta ao impulso (PW (voa A) ) para Am = o,1dB .





























































































Tabela B29 - Pico da resposta ao impulso (P,-,,,¡, (V ou A) ).para Am = 3dB .





























































































Tabela B30 - Pico da resposta ao impulso (P,-ml, (V ou A) ) para Ama, =6dB.





























































































Tabela B3l - Undershoot da resposta ao impulso (Y,-,,,¡, (dB) para Am = 0,1dB .


































































































Tabela B32 - Undershoot da resposta ao impulso (Y.-.,.,, (dB) ) para Am =3dB.


































































































Tabela B33 - Undershoot da resposta ao imvulsv (Y.-.,,,, (dB) ) para Am =6dB.



































































































Tabela B34 - Erro na simetria da resposta ao impulso (Eh ¡, (J 
`] 
) ) para Am = 0,ldB .




































1,57 e-0 1 









































Tabela B35 - Erro na simetria da resposta ao âmpu1s0(Eh,(J"))para Am =3aB.












































































1, l5e-02 5,346-02 
l, l0e-02 5,026-02 
Tabela B36 - Erro na simetria da resposta ao impulso(Eh¡,(J' ))para Am =6dB.







































































2,86e-02 l, l5e-01 
2,486-02 1,046-01 
2, l6e-02 9,526-02 
1,936-02 8,776-02 
l, 84e-02 8,176-02 
l,66e-02 7,586-02 
1,48e-_()2 7,126-02
Tabela B37 - Tempo de atraso da resposta ao degrau ( rm, (s) ) para Am = 0,ldB .






























































































Tabela B38 - Tempo de atraso da resposta ao degrau ( tm, (s) ) para Am = 3dB .






























































































Tabela B39 - Tempo de atraso da resposta ao degrau (rm, (s) ) para Am = 6dB .





























































































Tabela B40 - Tempo de subida da resposta ao degrau (t, (s) ) para Am = 0,1dB .





























































































Tabela B4l - Tempo de subida da resposta ao degmu (t, (s) ) para Am = 3dB .





























































































Tabela B42 - Tempo de subida da resposta ao degrau (I, (s) ) para Am = 6dB.





























































































Tabela B43 - Overshoot da resposta ao degrau (ymp (%) ) para Am = 0,1dB .





























































































Tabela B44 - Gvershoot da resposta ao degrau (7 mp (%) ) para Am





























































































Tabela B45 - Overshoot da resposta ao degrau (ym, (%) ) para Am
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